案例32：回归分析的基本思想及其初步应用

（何小亚.中学数学教学设计案例精选.科学出版社，2011.8:P263-275）
[image: image1.wmf]´


授课类型：  新授课

教材：人民教育出版社A版选修1-2,第一章统计案例1.1小节（共计4课时  第1课时）
授课教师：
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1、 教材分析

1.“回归分析”在《教学3（必修）和《选修1-2》中内容的比较

数学３——统计

1. 画散点图

2. 了解最小二乘法的思想

3. 求回归直线方程y＝bx＋a
4. 用回归直线方程解决应用问题
选修１-２——统计案例

5. 引入线性回归模型y＝bx＋a＋e
6. 了解模型中随机误差项e产生的原因

7. 了解相关指数 R 2 和模型拟合的效果之间的关系 (阴影部分为本节课所学)
8. 了解残差图的作用

9. 利用线性回归模型解决一类非线性回归问题

10. 正确理解分析方法与结果
本节通过典型案例“女大学生身高和标体重的关系”进一进讨论一元线性回归模型，分析产生模型中随机误差项的原因，并从相关系数的角度研究了两个度量问线性相关关系的强弱，从而让学生了解在什么情况下可以考虑使用线性回归模型.此外，教科书还介绍了一元线性回归模型的偏差平方和分解的思想，从而给出相关指数的含义，即相关指数越大，模型拟合的效果越好.

1.2 地位与作用

本节课是人教A版选修1-2第一章第一节回归分析的的基本思想及其初步应用的第一课时内容.整节共计4课时，第一课时：侧重了解偏差平方和分解思想和相关指数的含义；第二课时：侧重学习残差分析和建立回归模型的基本步骤；第三课时：介绍两个变量非线性相关关系；第四课时：回归分析的应用


[image: image4]
1.3 重、难点分析

整节教学内容概念很多，且是学生相对不熟悉的领域，所需课时约为4课时.本课时的重点难点确定如下：

教学重点：1、了解线性回归模型与函数模型的差异     (由问题2 解决)
          2、了解判断利用相关指数刻画模型拟合效果的方法
(由问题5,6,7解决)
教学难点：1、解释残差变量的含义     (由问题2 解决)
          2、了解偏差平方和分解的思想    (由问题3,4 解决)
二、目标分析

本节课是在《数学3（必修）》之后，学生已经学习了两个变量之间的相关关系，包括画散点图，求回归直线方程，利用回归直线方程进行预报等内容后，进一步介绍回归模型的基本思想及其初步应用.

1、基本知识

通过本节的学习，了解回归分析的基本思想，会对两个变量进行回归分析，明确建立回归模型的基本步骤，并对具体问题进行回归分析，解决实际应用问题.本节课受课时所限，侧重了解判断利用相关指数刻画模型拟合效果的方法.

2、基本技能
(1)让学生通过实际问题去理解回归分析的必要性.

(2)从散点图中点的分布上我们发现直接求回归直线方程存在明显的不足，从中引导学生去发现解决问题的新思路—进行回归分析，进而介绍利用R2来表示解释变量对于预报变量变化的贡献率，从中选择较为合理的回归方程，最后是建立回归模型基本步骤.

3、基本思想与方法
(1)统计思想，明确回归分析的基本思想.

(2)函数思想，建立函数模型进行拟合.
(3)数形结合的方法.

4、基本态度

通过本节课的学习，培养我们利用整体的观点和互相联系的观点，来分析问题，进一步加强数学的应用意识，培养学生学好数学、用好数学的信心.加强与现实生活的联系，以科学的态度评价两个变量的相关系.教学中适当地增加学生合作与交流的机会，多从实际生活中找出例子，使学生在学习的同时.体会与他人合作的重要性，理解处理问题的方法与结论的联系，形成实事求是的严谨的治学态度和锲而不舍的求学精神.培养学生运用所学知识，解决实际问题的能力.

三、学情分析

在知识方面，对必修3中的线性回归知识有所了解，会抽取样本、会画散点图、会求出线性回归方程，新知教学有较好的基础；

在技能方面，学生已接触过随机数学，感受到随机数学和确定性数学的不同，并对最小二乘法、统计思想有所了解.面对高二文科学生，有一定的概括能力和抽象思维能力；并具有相当的综合知识；

在情感方面，求知的欲望强烈，喜欢探求真知，具有积极的情感态度.

四、教法学法分析

4.1 教学结构

本课分三大部分，其中第二部分“怎么学”是面对一个大问题分成八个小步进行，由环环相扣的八个问题引领，每一小步靠近一点，每个问题之后都有相应的一个结论，积累这些结论进而最终解决大问题.
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（大问题，复习引入）    （新课把一个大问题，      （学生练习与小结作业）

分解成八个小问题，

步步靠近）

一个大问题（教材P2，例题1）

探究问题：从某大学中随机选取8名女大学生，根据她们的身高和体重，你能较好地预测身高172cm的女大学生的体重吗？

提问：怎样求出回归方程？ 
八个小步骤：

问题1为什么我们选择线性回归模型？

问题2利用回归直线计算出的值是172cm女大学生的体重吗？为什么？
问题3如果不受解释变量（身高）和随机误差e的影响，预报变量（体重）会是什么样的？

问题4如何刻画预报变量（体重）的总的变化？

问题5预报变量（体重）有多少来自于解释变量（身高）？有多少来自于随机误差？

问题6怎样定量描述由解释变量带来的效应所占的比例？

问题7如何刻画回归模型拟合效果的好坏？

问题8利用线性回归方程，能较好地进行预测172cm女大学生的体重吗？

4.2 合作学习

本课时学习概念较多，学生很容易发生前后混淆，张冠李戴等问题，面对较难区分和较难理解的思想，本课某用师生合作的学习方式，由教师代替学生把想提出的问题展示出来，再由全体学生通过动手、阅读、分析等方法进一步学习，体现师生的“双主体”地位.

4.3 教学手段

本课积极将数学课程与信息技术进行整合，采用多种技术手段，特点主要体
现如下：

（1）以powerpoint 为操作平台，界面活泼，操作简单，能有效支持多种其它技术.

（2）教师用EXCEL图表展示，直观形象，节约时间，帮助学生顺利完成学习内容.
五、过程分析

5.1 复习导入——学什么

探究： 例1. 从某大学中随机选取 8 名女大学生，根据女大学生的身高体重能

	编号
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	身高/cm
	165
	165
	157
	170
	175
	165
	155
	170

	体重/kg
	48
	57
	50
	54
	64
	61
	43
	59


否较好地预报身高为 172 cm 的女大学生的体重？

提问：怎样求出回归方程？

1、随机抽样列表

2、画散点图

解：由于问题中要求根据身高预报体重，因此选取身高为自变量
[image: image5.wmf]x

，体重为因变量
[image: image6.wmf]y

.作散点图
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教师活动：教学生面对简单数据可利用画表格计算的方法求出样本点中心、最小二乘估计斜率和截距，若面对众多数据，仍然可以使用EXCEL表格辅助完成.

   3、我们知道其回归方程的截距和斜率的最小二乘估计公式分别为：
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其中
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[image: image11.wmf],

xy

）成为样本点的中心.

注：回归直线过样本中心.

根据公式（1）和（2 ) ，可以得到
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于是得到回归方程  
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探究问题：从某大学中随机选取8名女大学生，根据她们的身高和体重，你能较好地预测身高172cm的女大学生的体重吗？

【设计意图】(1)让学生回忆统计学的步骤和随机抽样、分层抽样、系统抽样的使用条件.

(2)指导学生感知画散点图的作用，并使用EXCEL图表教学生如何使用计算机辅助处理众多数据.
(3)教学生面对简单数据可利用画表格计算的方法求出样本点中心、最小二乘估计斜率和截距，若面对众多数据，仍然可以使用EXCEL表格辅助完成.
(4)以上主要是为了帮助学生复习必修三所学内容，为本节课做好知识上的准备.同时也展示出完整的统计步骤.
了解统计思想，认识“回归分析”的含义

自变量取值一定时，因变量的取值带有一定随机性的两个变量之间的关系

叫做相关关系.对具有相关关系的两个变量进行统计分析的方法叫回归分析.
其主要内容和步骤是：

首先根据理论和对问题的分析判断，将变量分为自变量和因变量；
其次，设法找出合适的数学方程式（即回归模型）描述变量间的关系；
由于涉及到的变量具有不确定性，接着还要对回归模型进行统计检验；
统计检验通过后，最后是利用回归模型，根据自变量去估计、预测因变量.


[image: image14]
比较必修与选修1-2所学统计知识的不同

【设计意图】让学生清楚地认识到自己的基础知识有哪些，自己将学习的目标是什么，本课时侧重学习的对象有什么，以利于提纲携领，始终抓住本课学习的重点难点所在.

5.2 新课讲授——怎样学

问题1 为什么我们选择线性回归模型？

从散点图可以看出，体重与身高具有正的线性相关关系．如何描述它们之间线性相关关系的强弱？

在必修 3 中，我们介绍了用相关系数；来衡量两个变量之间线性相关关系的方法．本相关系数的具体计算公式为
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当r>0时，表明两个变量正相关；当r<0时，表明两个变量负相关．r的绝对值越接近1，表明两个变量的线性相关性越强；r的绝对值接近于0时，表明两个变量之间几乎不存在线性相关关系．通常，当r的绝对值大于0. 75 时认为两个变量有很强的线性相关关系．

学生活动：

结论：在本例中，可以计算出r =0.798．这表明体重与身高有很强的线性相关关系，从而也表明我们建立的回归模型是有意义的．

教师活动：让学生观察以下几幅图像，认识各种线性相关关系

【设计意图】这里重点介绍了相关系数r的知识，让学生理解相关性检验的方法和必要性，以做好寻找与相关指数R2的区别和联系的准备.

问题2 利用回归直线计算出的值是172cm女大学生的体重吗？为什么？

教师给出图表：
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学生由图可知，相同的身高，函数值不同，所以不能严格刻画.

同函数
[image: image16.wmf]ybxa

=+

相比，线性回归模型
[image: image17.wmf]ybxae

=++

增加了随机误差项
[image: image18.wmf]e

，因变量
[image: image19.wmf]y

的值由自变量
[image: image20.wmf]x

和随机误差项
[image: image21.wmf]e

共同确定，即自变量
[image: image22.wmf]x

只能解析部分
[image: image23.wmf]y

的变化.

学生活动：

结论：一次函数模型是线性回归模型的特殊形式，线性回归模型是一次函数模型的一般形式.

教师提问:那么，残差变量
[image: image24.wmf]e

是从哪里来的？

学生讨论：（得出结论）

1.用线性回归模型近拟真实模型时的误差

2.其它的因素影响（例如体育锻炼、饮食习惯、遗传基因）

3.观测误差（使用工具等）                           

【设计意图】(1) 区分线性回归模型与函数模型的差异十分必要的一环，是让学生从确定性数学向不确定性数学过渡的重要方法，也为认识残差的客观存在做出了解释.
(2) 认识统计的随机性，感受确定性数学与随机数学的不同
问题3：如果不受解释变量（身高）和随机误差
[image: image25.wmf]e

的影响，预报变量（体重）会是什么样的？

学生自己思考并作图，教师巡查后给出图象 
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教师分析，学生观察
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               其中
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称作残差， 

学生活动结论：预报变量的变化受解释变或随机误差的影响. 
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【设计意图】引领学生认识到预报变量的确受到解释变量和随机误差的共同影响，为理解偏差平方的分解思想作点铺垫.

问题4： 如何刻画预报变量（体重）的总的变化？
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教师分析：

其中   SST  =
[image: image28.wmf]å
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称作总偏差平方和

SSR  =
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称作回归平方和

SSE =
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称作残差平方和

即      总偏差平方和  =    回归平方和    +   残差平方和，

（预报变量的变化程度）=（由解释变量带来）+（由随机变量带来）

【设计意图】了解偏差平方和分解或公式的来源和公式，体会分解思想

问题5：预报变量（体重）有多少来自于解释变量（身高）？有多少来自于随机误差？

教师：回到例题1，请大家阅读课本P5-P7页的内容

	来源
	平方和
	比例

	解释变量（身高）
	225.639
	0.64

	随机误差（e）
	128.361
	0.36

	总计
	354
	1.00


学生：阅读，并得到以下数据

总偏差平方和：
[image: image31.wmf]å
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残差平方和：
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回归平方和：354-128.361=225.639

学生得到结论：身高对体重的效应比随机误差的效应大得多.

【设计意图】：以一个具体实例体会偏差平方和的分解思想，回归课本，帮助学生领会，加深印象.

问题6： 怎样定量描述由解释变量带来的效应所占的比例？
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结论：在线性回归模型中，相关系数R2表示解释变量对预报变量变化的贡献率

【设计意图】从数学推导中获得R2的计算公式，让学生进一步认识R2的功能与含义

问题7： 如何刻画回归模型拟合效果的好坏？

教师分析：（回到上一问题）

学生观察得出结论：

1.R2越大，残差平方和越小，线性回归模型拟合效果越好.

2.在线性回归模型中，R2=r2     ∴0≦R2≦1

                当r=±0.9,R2=0.81

                当r=±0.75,R2≈0.56

3．一组数据多种不同回归方程进行分析，可通过比较R2来做出选择，即选择R2大的模型.

教师提问：如下图，用线形回归模型好还是用非线形回归模型好？使用指数函数模型好还是使用二次函数模型好？

学生思考讨论

[image: image47.wmf]å

=

-

n

1

i

2

i

)

y

y

ˆ

(

[image: image33.png]50

00

50

00

50

100

£l





结论：这时就需要一个区分模型拟合效果好坏的指标——相关指数R2
【设计意图】(1)引出本节课的高潮，让学生清楚地认识到利用相关指数R2如何判断回归模型拟合的效果

(2)让学生明白使用相关指数R2的必要性,并为引出后继课程作准备.

问题8： 利用线性回归方程，能较好地进行预测172cm女大学生的体重吗？

学生解：

回归方程 
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       r=0.798＞0.75 （说明所建立的线性回归模型有意义）

    R2=1-
[image: image35.wmf]354
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=0.64＞0.56（认为该组数据用线性回归模型还是比较有效的）

故可预测出172cm女大学生们的平均体重为
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【设计意图】再次回归本节的总问题，解决一个实际问题，使学生体会统计中回归分析的必要性.

5.3 学生练习——学得怎么样

考考你自己

如果发现散点图中所有的样本点全在一条直线上，请回答下列问题

（1）解释变量和预报变量的关系是什么？

（2）残差平方和是多少？

（3）解释变量和预报变量之间的相关系数是多少？

【设计意图】当堂课的自我检测，有利于学生及时回忆所学内容，同时突出教学重点.本课特点是有较多的统计中的概念，数据计算也比较庞大，利用课堂时间详细计算一道完整题目，时间不允许.考虑到以上实际，选择了此题，该题目难度不大，却很好地解释了一次函数与线性回归模型之间的关系，强化了课堂所学的多个概念.
5.4小结与作业

1.相关概念

回归分析、随机误差(e)、预报变量(y)、解释变量（x）、相关系数（r）、

总偏差平方和（SST）、残差（
[image: image38.wmf]e

ˆ

）、残差平方和（SSE）、回归平方和（SSR）、相关指数（R2）

2．如何刻画线性回归模型拟合效果的好坏？

r越大，x与y线小性系越强，R2越大，残差平方和越小，模型拟合越好.

还有没有其它量可以说明回归模型的拟合效果？——下节课谈.

作业：课本P13（习题1.1 ）第1题

【设计意图】小结与作业是“学得怎么样”的又一个延伸，实现对所学内容的反复巩固，通过课后学生的亲手操作，加深对回归分析的理解与应用.
六、评价分析

6.1评价模式：

围绕教学目标的落实情况，以过程性评价为主，形成性评价为辅，采取及时点评、延时点评与学生自评三结合.既充分肯定学生的思维，赞扬学生的创造性，激励学生的思辨，又必须以科学的态度引导学生服从理性，追求真理.

6.2主要手段：

1．通过教学过程进行点评和互评，考察学生对回归分析思想的掌握情况；考察学生归纳，抽象和概括的能力是否形成，并进行有针对性的及时调整和补充.

2．通过“考考你自己”考察学生是否突破了难点,及时调整“问题”导向. 

3．通过小结和作业的完成情况，考察的总体知识结构的同化过程是否完成，学生解决实际问题的能力是否形成.调整和补充下一课时的教程.
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1. 从教材分析、目标分析、学情分析、教法学法分析、过程分析、评价分析这六个方

面进行说课是比较恰当和比较全面的。

2. 在教材分析部分，做到了纵横联系，全局把握，系统分析。
3. 在过程分析部分，以学什么、怎么学、学得怎样为主干，以八个问题为核心内容，
以设计意图揭示深层内涵，思路非常清晰。
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目标分析与内容部分存在的问题：
1.600字的目标分析不但罗嗦，而且我们看不出是几点知识？几点技能？几条态度？统计的什么思想？回归分析的基本思想是什么？如果老师都写不出来，那么在课堂上这些目标能落实吗？学生又能真正习得多少呢？
2.将目标分为基本知识、基本技能、基本思想方法、基本态度四个维度的科学性本身就值得商榷。但更令人遗憾的是，案例中四个维度的具体内容之间出现诸如思想、技能、解决问题当知识；知识的理解当技能；能力当态度这些互相窜位的混乱局面。这是由于对教学目标的内涵、外延认识的模糊而导致的问题。建议按数学新课程的三维目标体系来写教学目标。
3．问题5：“预报变量（体重）有多少来自于解释变量（身高）？有多少来自于随机误差？是不恰当的，应改为：“体重的变异或变化有多少是由身高来解释的？

回归分析模型有一个假设被作者忽略了，即假设自变量是准确无误的，因变量才是有误差的，且误差相互独立。当然，结构方程理论否定了这一假设，认为自变量、因变量同时有误差，并成功地进行了数据处理。

数学新课程已经实施了十年，但许多教师，包括专业的数学教育研究者，仍未能明确数学三维目标的内涵外延。众多的数学教育杂志上的优秀教案，不少国家级、省级的获奖教案，都出现了目标内涵不清楚、目标窜位、目标层次要求不清楚、目标空洞无物、目标与内容不协调、目标与学生实际不符等硬伤。

关于数学三维目标的内涵、外延，请参看文献：何小亚、姚静.中学数学教学设计.科学出版社，2012.7 P20-24。建议读者以此为标准修改案例中的教学目标。
（华南师范大学数学科学学院  何小亚  提供并点评）
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